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Eulero: il problema dei ponti di Kénigsberg
(la citta del filosofo Kant, in Prussia; oggi Kaliningrad, in Russia)

E possibile partire da A e B

ritornare in A C
attraversando tutti i ponti

esattamente una volta? A D

Eulero dimostro che no,
dando con cio inizio alla
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Definizioni preliminari
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Che cos'e un grafo ? Definizioni.

Un grafo (semplice) G = (V, E) e costituito da:

* un insieme V di nodi (o vertici, ingl. vertices, sing. vertex);

* un insieme E di archi (o spigoli, ingl. edges), ognuno dei quali
e (costituito da) una coppia di nodi distinti, detti estremi
dell'arco.

Vi sono due generi di grafi:

* non orientati (undirected): gli archi non hanno un verso,
cioe, formalmente, sono coppie non ordinate;

- orientati (directed): gli archi hanno ciascuno un verso, cioe
sono coppie ordinate; i due estremi sono detti:
* nodo uscente o coda: ¢ il primo elemento della coppia;
nodo enfrante o testa: & il secondo elemento della coppia.
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Definizioni
Secondo questa definizione, in un grafo non possono esistere:

- archi distinti (u, v) aventi
* grafo non orientato: gli stessi estremi ue v;
* grafo orientato. la stessa coda u e la stessa testa v;

- hessun arco della forma (v, v), cioé con estremi coincidenti.

Un insieme di archi distinti aventi gli stessi estremi (o, se
orientati, le stesse coda e testa) viene detto multi-arco.
Un arco con estremi coincidenti viene detto cappio o loop.

Un "grafo” in cui sono permessi i mu/ti-archie i cappiviene
detto mul/tigrafo. Matematicamente:
Un multigrafo G = (V, E) & costituito da:

* un insieme V di nodi o vertici;
* un multi-insieme E di archi, che sono coppie di nodi.
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Esempio: grafo non orientato

(B, C) e (C, B) denotano lo stesso arco,
che in realta e I'insieme {B, C}={C, B}
1

V={ABC,DE,F}

E = {{AB}, {AD},
{B,C}, {C.D},

— {CE}, {D.E}}
®
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Esempio: multigrafo.

non possono esistere archi distinti
con gli stessi estremi

I un “grafo” in cui sono
I permessi archi distinti

con gli stessi estremi e
/ m un multigrafo
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Esempio: grafo orientato

(B,C) e (C,B) denotano due

archi fra loro distinti

A
!

1
1

.| V={A B, C,D,E, F}
L E ={(A,B), (A.D),
. (B.C), (C,B),

(D,C), (E,C),
e DE)}
coda .

A ¢ la coda dell'arco (A,D)
testa N ;
coda Testa D ¢ la testa dell'arco (A,D)
D ¢ la coda dell'arco (D,E)

E. Giovannetti -AsD-: €CC.
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Grafi non orientati: terminologia.

* I'arco {A, B} & incidente sui nodi A e B;
i nodi A e B sono adiacenti:
A é adiacente a B, B & adiacente ad A;

* i nodi adiacenti a un nodo A si chiamano anche i vicini di A;

* grado di un nodo = numero degli archi incidenti sul nodo;
esempio: il nodo B ha grado &(B) = 3;

* e conveniente, nei grafi non orientati, considerare anche
come uscenti da un nodo A tutti gli archi incidenti su A .
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Grafi orientati: terminologia.

- I'arco (A, B) e:
* incidente sui nodi A e B,
- uscente da A, entrante in B;
- il nodo B & adiacente ad A, ma A non ¢ adiacente a B.
- i nodi adiacenti a un nodo A si chiamano anche i vicini di A;

* grado di un nodo = numero degli archi incidenti sul nodo;
- grado uscente = numero degli archi uscenti dal nodo;
- grado enfrante = numero degli archi entranti nel nodo;

esempio: il nodo B ha:
- grado uscente §,,(B) = 1, grado entrante 5,,(B) = 2,
- grado totale 8(B) = §,,,(B) + 5,,(B) = 3,
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Proprieta ovvie

In un grafo non orientato vi possono essere al pit tanti archi

quante sono le coppie non ordinate distinte di nodi.

In un grafo non orientato di n nodi vi sono quindi al pit:

* n archi congiungenti il nodo 1 rispettivamente con ciascuno
degli n nodi (incluso se stesso, se sono permessi i cappi):

* n-1 archi congiungenti il nodo 2 con ciascuno dei nodi 2,..., n;

* n-2 archi congiungenti il nodo 3 con ciascuno dei nodi 3,..., n;

* ecc.

Il numero di archi & quindi
m = O(n(n+1)/2) = O(n?).
In un grafo orientato vi possono essere al pit tanti archi

quante sono le coppie ordinate distinte di nodi, cioe il numero
di archi non supera la cardinalita del prodotto cartesiano VxV:

m = O(|VxV|]) = O(n?).
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Grafi: terminologia (sommario).

- grafo aciclico = grafo privo di cicli.

« grafo orientato aciclico = directed acyclic graph = DAG =
grafo orientato privo di cicli.

« il nodo v si dice raggiungibile dal nodo u se esiste un
cammino dauav;

* un grafo hon orientato si dice connesso se oghi nodo &
raggiungibile da ogni altro;

* un grafo orientato si dice fortemente connesso se ogni
nodo & raggiungibile da ogni altro;

- un grafo orientato si dice debolmente connesso se il grafo
non orientato che si ottiene da esso considerando gli archi
come non orientati € connesso.

Nota:

un grafo connesso contenente n nodi deve contenere
almeno n-1 archi.

04/04/11 15.27 E. Giovannetti -ASD-10-11 - Lez.40 12




Es.: D e raggiungibile da
A ma hon viceversa
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Definizione con esempio

Se G ¢ un grafo non orientato, definiamo &
connesso se esiste un cammino da ogni
vertice ad ogni altro vertice.

Ad es. questo grafo non orientato
& connesso.

/
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Esempio

Questo grafo non orientato NON
& connesso.
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Definizione con esempio

Se & ¢é un grafo orientato, definiamo &
fortemente connesso se esiste un cammino

da ogni vertice ad ogni altro vertice.

Ad es. questo grafo orientato e

fortemente connesso.
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Esempio

Ad es. questo grafo orientato NON é fortemente connesso.
Infatti, non esiste cammino daC aB, né daE ad A, ecc.
Tuttavia & debolmente connesso.

/
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Definizione

Un ciclo in un grafo orientato & un cammino
(wy, W, ,w,)dilunghezza >1, tale che w, =w,,

®
e

il cammino (A, B, C,E,D,A) é un ciclo;
il cammino nullo (A) NON é un ciclo (perché ha lunghezza 0)
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Definizione con esempio

grafo aciclico = grafo senza cicli

Ad es. questo grafo

orientato non € aciclico, ...

N

04/04/1115.27
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Un grafo orientato aciclico
e spesso chiamato DAG
(Directed Acyclic Graph).

0< N
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Definizione con esempio

Un grafo completo e un grafo che ha un
arco tra ogni coppia di vertici distinti.

Ad es. questo grafo NON e completo

— Un grafo completo

avente n nodi
ha n(n-1)/2 archi.
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Definizione con esempio.

grafo pesato: ad ogni arco € associato un peso,
costituito da un numero reale.

3/
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Grafi e alberi: terminologia

albero libero = grafo non orientato, connesso, aciclico.

La definizione e sensata, poiché se in un albero libero
si designa un nodo qualunque v come radice, si ottiene un
albero nel senso usuale, avente v come radice.

Nota. Qualunque nodo puo funzionare da radice:
per qualunque dei nodi si "appenda” il grafo, si ottiene
sempre un albero.

T
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Grafi e alberi: terminologia

Un albero nel senso usuale viene detto pil propriamente
albero radicato; quindi:

albero radicato = grafo non orientato, connesso, aciclico,
in cui un nodo e designato come radice.

Zag, »
&
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Grafi e alberi: terminologia.

Un albero radicato pud anche essere definito come un
genere particolare di grafo orientato aciclico (dag):

albero radicato = grafo orientato aciclico (dag) in cui:
* uno e un solo nodo, detto radice, ha grado entrante O;
* tutti gli altri nodi hanno grado entrante 1.

Ogni albero radicato secondo la definizione della slide
precedente puo essere considerato, attribuendo agli archi
I'ovvio orientamento, un albero radicato nel secondo senso.
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Grafi e alberi: ferminologia.

Come ¢ naturale, un grafo non orientato aciclico
ma non connesso viene detto foresta (libera).

Ad es. questa e una foresta. Contiene tre alberi liberi.

ey
(&) t:.
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Questo grafo contiene un ciclo.
Percio non é né un albero libero né una foresta.

& *
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Rappresentazione

* liste di adiacenza:
per ogni nodo si tiene la lista dei nodi ad esso adiacenti;
se olfre ai nodi vengono rappresentati esplicitamente anche
gli archi, si parla talora pit precisamente di
+ liste di incidenza:
- grafo non orientato: per ogni nodo si tiene la lista degli
archi incidenti su di esso;
- grafo orientato: per ogni nodo si tiene la lista degli archi
uscenti da esso.
Il termine /iste di adiacenza e pero usato in generale anche
nel secondo caso.

- matrice di adiacenza:
matrice quadrata M di dimensione n x n, dove
M;; =1se (v;, v)) & un arco, altrimenti O.
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Rappresentazione: matrice di adiacenza, grafo non orientato

1 se(z,y) ek

0 altriment:

Mf(x, y) = {

o O = O = O
= = =]
O O == O O
o O O O o O

o O Q= O =
o = O = O =

D QW

Grafi, Introduzione a3 a.a. 2000-2010
Algoritmi & Laboratorio Andréds Horvath

Rappresentazione: lista di adiacenza, grafo non orientato

L(z) = lista di y, tale che (z,y) € EperVz e V

(=) Al 3] [p] |
© () e[ el
c| ] o] FE] |
() 0| |Hal e el ]
== 2| B[ el ]
F
Grafi, Introduzione a4 a.a. 2000-2010
Algoritmi & Laboratorio Andrds Horvédth
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Rappresentazione: matrice di adiacenza, grafo orientato

M(;r.y) = { [l]

Grafi, Introduzione
Algoritmi & Laboratorio

04/04/11 15.27

Al0O1T 01 0 0
B0 0 1 0 0 0
se (x,y) e E cCli0o 00000
altrimenti D1 01 010
E{0 01 000
Fl10o 0 0 0 0 0
88 Andrés H qr:m.l ¥
E. Giovannetti -ASD-10-11 - Lez.40 31

Rappresentazione: lista di adiacenza, grafo orientato

L(z) = lista di y, tale che (z,y) € E perVz € V

Grafi, Introduzione
Algoritmi & Laboratorio

®

A

H H O 0 o

B D| |
(&4

—2l el el
c] |

a.a, 2009-2010
Andris Horvith
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Rappresentazione: matrice di adiacenza, grafo pesato

M(z,y) =W(z,y)

Grafi, Introdu
Algoritmi & Laboratorio

na, 2009-2010
Andras Horvith

Rappresentazione: lista di adiacenza, grafo pesato

L(z) = lista di W (z,y), tale che W(x,y) # 0 per Vo € V

Grafi, Introduzione
Algoritmi & Laboratorio

HoE g 0 oo

B[1.2] |+p]z2.3] ]
[ 5
R el [ e
| el [ ]
38 na, 2009-2010

Andras Horvith
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Rappresentazione: possibili operazioni, grafo non orientato

in caso di lista di adiacenza:

tempo di esecuzione

operazione
grado(z) O(6(x))
archilncidenti(z) O(d(z))
sonoAdiacenti(z, y) O(min(dé(z).d(y)))
aggiungiVertice(z) O(1)
aggiungiArco(z. y) O(1)
O(m)

rimuoviVertice(z)
rimuoviArco(z, y)

Grafi, Introduzione
Algoritmi & Laboratorio

39

O((z) +4(y))

na, 2009-2010
Andras Horvith

in caso di matrice di adiacenza:

Rappresentazione: possibili operazioni, grafo non orientato

tempo di esecuzione

Grafi, Introduzione
Algoritmi & Laboratorio

rimuoviArco(z, y)

operazione

grado(z) O(n)
archilncidenti(z) O(n)
sonoAdiacenti(z, y) O(1)
aggiungiVertice(z) O(n?)
aggiungiArco(z. y) O(1)
rimuoviVertice(z) O(n?)
O(1)

na, 2009-2010

a8 Andréas Horvéath
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